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Streustrahluntersuchungen mit Licht und Réntgenstrahlen ermdéglichen die Strukturbeschreibung
regellos angeordneter Materie durch Angabe statistischer Mittelwerte der Dimensionen. Die abge-
leiteten GesetzmdBigkeiten kénnen u. a. zur Bestimmung der inneren Oberfldche poréser Substanzen
(die z. B. fiir Katalyseprobleme wichtig ist), zur Ermittlung von TeilchengréBe und -gestalt in idealisier-
ten (verdiinnten)Systemen, als auch zur Interpretation der , kritischen Opaleszenz" verwendet werden.

Einleitung

Im Gegensatz zu einem Kristall, dessen Aufbau sich
durch eine durchgehende geometrische GesetzmiBigkeit
auszeichnet, 148t sich die Struktur einer amorphen Sub-
stanz meist nur mit Hilfe gewisser statistischer Mit-
telwerte beschreiben. Wir wollen in diesem Zusammen-
hang eine Betrachtung der Molekiilstruktur, wie dieser Be-
griff in der organischen Chemie verstanden wird, von vorn-
herein ausschlieBen. Auch die chemische Zusammenset-
zung ist hier nicht von primirem Interesse. Vielmehr geht
es darum, die Inhomogenitédt einer Substanz zu charak-
terisieren, d. h. ein MaB anzugeben fiir die mittlere GroBe
und Verteilung von Zonen innerhalb der Substanz, die
sich voneinander hinsichtlich ihrer Dichte oder chemischen
Zusammensetzung unterscheiden. Diese Zonen — es mag
sich hier um Hohlriume in einem dehydratisierten Gel, um
Mikrokristallite, Atomanhé&ufungen (clusters) oder auch
um Molekiile kolloidaler GroBe in irgendeiner Matrix han-
deln — sollen im allgemeinen um ein Vielfaches gréBer sein
als kleine Molekiile. Man kénnte, von einem geometrischen
Modell ausgehend, eine Einstufung hinsichtlich der Regel-
losigkeit des Aufbaus der Substanz vornehmen: Beginnend
mit regellos angeordneten kugelformigen, homogenen Zo-
nen einheitlicher Grofe, die mit einem groBen mittleren
Abstand in eine homogene Matrix eingebettet sind, kénnte
man die Modellvorstellung schrittweise verallgemeinern,
bis zu dem Fall dichtgepackter Zonen von beliebiger Ge-
stalt, GroBe und Verteilung. In dieser Arbeit soll u.a. ge-
zeigt werden, in welcher Weise Streustrahlmethoden, die
bekanntlich ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung der
Materie darstellen, auch im letzteren, aligemeinsten Fall zu
Strukturcharakterisierungen herangezogen werden kdnnen.

Durch die Arbeiten von Laue, Bragg, Debye und anderen
Forschern wurde bald nach der Entdeckung der Rontgen-
strahlen das iiberaus wichtige Gebiet der Rontgenkristall-
strukturanalyse erschlossen?). Das dieser Untersuchungs-
methode zugrundeliegende Phdnomen, namlich die Inter-
ferenz der Streuwellen, beschrankt sich nicht auf periodi-
sche Strukturen, sondern spielt bei der Untersuchung re-
gellos aufgebauter Substanzen eine ebenso groBie Rolle.

Wenn elektromagnetische Strahlung — Rontgenstrahlen
oder Licht — auf Materie auftrifft, so werden Elektronen zu
Schwingungen angeregt. Die schwingenden Materiedipole
stellen Ausgangspunkte sekunddrer Kugelwellen dar, die
als gestreute Strahlung bezeichnet werden. Letztere ist von
gleicher Phase und Wellenlange wie die einfallende Strah-
lung und unterscheidet sich hierdurch von Sonderfallen
wie Raman-Strahlung oder Fluoreszenz. Wellen zeigen die
Erscheinung der Interferenz. Man kann sich nun die Ma-
terie als eine Ansammlung einer grof8en Zahl von
Streuzentren vorstellen, durch deren raumliche Vertei-

1) vgl. W, Hoppe, Angew. Chem. 69, 659 [1957].
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lung die Struktur charakterisiert wird. Demgemaf wird die
Interferenz der von diesen Zentren ausgehenden Streu-
wellen — also deren gegenseitige Schwachung oder Ver-
stirkung — von der Struktur abhingen. Die Intensitat des
Streulichts, gemessen unter verschiedenen Winkeln zum
Primérstrahl, ist natiirlich von der Interferenz der Streu-
wellen abhidngig, und es ist méglich, unter gewissen Be-
dingungen von dieser Intensitatsverteilung auf die Struk-
tur der Materie zu schiieBen. Als Streuzentren fassen wir
kleine Regionen auf, die sich durch lokale Schwankungen
der Dielektrizitatskonstante — also durch positive oder
negative Abweichungen von der mittleren Dielektrizitits-
konstante der Substanz — auszeichnen. Ob mit Streuzen-
tren etwa einzelne Elektronen, Atome oder griBere Gebilde
gemeint sind, hdangt von den experimentellen Bedingungen,
insbesondere von der Wellenlange der verwendeten Strah-
lung ab; von Bedeutung ist nur, wie weitgehend sich die
Feinheiten der Struktur im Streuexperiment bemerkbar
machen. Die lokale Dielektrizitatskonstante ist ein Mag
fiir den Streuwert eines Zentrums. lhr entspricht bei kur-
zen Wellen (Rontgenstrahlen) die lokale Elektronendichte,
Im Falle von Licht ist sie durch das Quadrat der Brechzahl
gegeben. )

Eine Zone innerhalb der streuenden Substanz kann man
sich aus einer beliebig groBen Zahl von Streuzentren zu-
sammengesetzt vorstellen. Vom Standpunkt der Streu-
strahluntersuchung muB die Zone, um erkennbar zu sein,
sich von ihrer Umgebung hinsichtlich der Dielektrizitits-
konstante abheben, eine Bedingung, die in der Regel bei un-
terschiedlicher Dichte oder chemischer Zusammensetzung
erfiillt ist.

Die regelmaBige (periodische) Anordnung der Streu-
zentren (Atome oder Ionen) in Kristallen manifestiert sich
in scharf ausgepridgten Intensitdtsmaxima (Reflexen)
des gestreuten Rontgenlichtes. Im Falle eines einzigen Ab-
standsparameters der Streuzentren, d, ist die Position der
Refiexe durch die einfache Braggsche Beziehung gegeben:

(1) nx = 2dsin 6/2
n=1,2,3,.., A= Wellenlange, 6 = Winkel zwischen
einfaliendem und gestreutem Licht

Bei regelloser Verteilung der Materie treten keine schar-
fen Intensititsmaxima auf, vorausgesetzt, daB die experi-
mentellen Bedingungen so gewahlt sind, daB die Feinstruk-
tur (der atomare Aufbau der Substanz) sich in der Streu-
strahlung nicht bemerkbar macht. Ist z. B. eine Substanz
aus regellos angeordneten Kristalliten aufgebaut, deren
mittlere Dimensionen 50 A oder groBer sind, so soll das
Streuexperiment so geleitet werden, daf bloB das Mosaik
der Kristallite, nicht aber die Gitterstruktur derselben die
Intensitatsverteilung des Streulichts bedingt. Letztere wird
dann zumeist monoton mit zunehmendem Streuwinkel ab-
nehmen. '
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Experimentelle Bedingungen

Betrachten wir also eine Lange von 50 A als typisch fiir
die Dimensionen der Zonen in einer Substanz. Nimmt man
Réntgenlicht von x = 1 A, so findet man mit Hilfe von
Gl. (1), daB der Streuwinkel 6 von der GroBenordnung 1°
ist. Man wird also, um die Struktur dieser Substanz zu be-
stimmen, die Rontgenstreuung bei kleinen Winkeln
studieren miissen. Der atomare Aufbau andererseits, dem
Abstidnde kleiner als 50 A entsprechen, wird sich bei In-
tensititsmessungen unter groBeren Winkeln bemerkbar
machen. Verwendet man UV oder sichtbares Licht (A =
2000 bis 8000 A), so kann man iiber den ganzen Winkel-
bereich messen (etwa von 20 ° oder kleineren Winkeln bis
160 °). Dieses langwellige Licht ist bedeutend ,,grober, und
die atomare Struktur macht sich daher auch im Bereich
groBer Winkel nicht bemerkbar. Allerdings ist dabei auch
die Empfindlichkeit gegeniiber der Struktur allgemein
herabgesetzt.

Die zu untersuchende Probe muf natiirlich fir die gewihlte
Lichtart durchlissig sein. Auf die notwendigen Unterschiede der
Elektronendichte bzw. der Brechzahlen wurde bereits aufmerksam
gemacht. Die Brechzahl-Unterschiede zwischen der Zonen sollen
jedock nieht groB sein, da sonst die Polarisation der Materie eine
merkliche Stérung des Primirfeldes hervorruft, was zu theoreti-
schen Komplikationen fiihrt. Im Falle von Rontgenlicht besteht
diese Schwierigkeit nicht, und grofe Elektronendichte-Unter-
schiede sind wiinschenswert wegen der damit verbundenen gréBe-
ren Streuintensitit. Effekte, die durch Mehrfachstreuung bedingt
sind, sollen vernachlissigbar klein sein.

Die experimentelle Aufgabe in der Rontgenkleinwinkel-
streuung sowohl wie in der konventionellen Streulichtme-
thode besteht darin, monochromatisches, parallel gebiin-
deltes Licht von hoher Intensitat I, durch ein Praparat zu
schicken und die Intensitit des gestreuten Lichtes I(8), in
einem gewissen Abstand vom Préparat als Funktion des
mit dem Primirstrahl eingeschlossenen Streuwinkels 6 zu
messen. Die Angabe eines einzigen Winkels geniigt in allen
Fallen, in denen 1(8) kreissymmetrisch um die Achse des
(unpolarisierten) Primirstrahls ist. Ist dieser polarisiert, so
miBt man in der Ebene senkrecht zur Polarisationsebene.
Da I, gewdhnlich um mehrere Zehnerpotenzen groBer ist
als 1(0), bedarf es besonderer Vorkehrungen, um den Pri-
mirstrahl nach Durchdringen des Praparats auszublenden
und storende Reflexionen zu vermeiden. Dieses Problem
gewinnt besondere Bedeutung beil Messungen unter kleinen
Winkeln,

Auf Einzelheiten der Instrumentation soll hier nicht naher
eingegangen werden. In der konventionellen Streulichtmethode®#)
wird meist eine Quecksilberdampflampe als Lichtquelle beniitzat,
deren blaue (A, = 4358 A) bzw. grine Linie (A; = 5461 A) man
durch Filter isoliert. Als Detektor dient in der Regel ein empfind-
licher Photomultiplier, dessen Photostrom der Streulichtintensi-
tit proportional ist. Der Detektor ist auf einer Goniometerscheibe
montiert und um die streuende Substanz schwenkbar. Arbeitet
man mit Flissigkeiten, so eignet sieh cine zylindrische Glas- oder
Quarzzelle von einigen ¢m Durchmesser als Behdlter fiir die
streuende Substanz.

Die experimentellen Schwierigkeiten sind im allgemeinen in der
Riintgenkleinwinkelmethode5—8) bedeutend groBer. Teilweise sind

sie verbunden mit der Monochromatisierung des Primérbiindels,
besonders aber ist die Messung des Streulichts in unmittelbarer
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Nihe des Primirstrahls schwierig. Als Strahlungsquelle dient meist
eine Kupferantikathode, von der die Cu-Ky-Linie (1,54 A) isoliert
wird. Der wohldefinierte Primarstrahl durchsetzt ein Priparat von
sehr geringer Schichtdicke; als Detektor fiir die Streustrahlung
verwendet man entweder eine photographische Platte, deren
Schwirzung man photometriert, oder aber fiir genauere Messungen
ein Geiger-Zahlrohr. Die untere Grenze vieler Apparate liegt bei
mehreren Winkelminuten.

Ein besonderes Problem stellt die absolute Intensitatsmessung
dar, wie sie z. B. bei der Molekulargewichtsbestimmung geldster
Kolloide mittels der konventionellen Streulichtmethode erforder-
lich ist, da ein direkter Vergleich von primirer und gestreuter In-
tensitdt schwer durchzufiihren ist. Vielfach verwendet man eine
wohldefinierte Vergleichsubstanz, deren Streuwert bekannt ist.
Bei Strukturbestimmungen kann jedoch vielfach auf absolute In-
tencitdtsmessungen verzichtet werden, da in erster Linic die An-
derung von 1(8) mit 6 die strukturellen Eigenschaiten der Sub-
stanz wiederspiegelt.

Ableitung der Intensittitsgleichung

Die Aufgabe besteht also darin, mit Hilfe des Interferenz-
prinzips die Intensitit des Streulichts, 1(8), mit der Struk-
tur der Materie in Beziehung zu setzen3%8). Formal ist
diese Beziehung, abgesehen von einem Proportionalitits-
faktor, die gleiche fiir Licht und Réntgenstrahlung.

Vorerst sollen noch einige Bedingungen festgelegt wer-
den: Das Streuvolumen, V (etwa 1 mm3), soll groB sein im
Vergleich zur mittleren GroBe der Zonen in einer isotro-
pen Streusubstanz. Das parallele Primarlichtbiindel, ver-
tikal zur Beobachtungsebene (in Abb. 1 senkrecht zur Zei-

P/'//nzl'sf/u/)/ i ) -

Interferenz von Streuwelien (vgl. Text)

[AT08.1]
Abb. 1.

chenebene) polarisiert, durchlaufe die Substanz geradlinig
und ohne wesentliche Schwichung. Das gestreute Licht
werde in einem Abstand von der Substanz beobachtet, der
groB ist im Vergleich zum Durchmesser des Priméarstrahl-
biindels.

Man greift zundchst einen Streupunkt Py, der von einem

beliebigen Ursprung O den Abstand ﬁk hat, aus der streu-
enden Substanz heraus (Abb. 1). Die Amplitude ay der von
Py ausgehenden Streuwelle ist gegeben durch
2n /> > >
—iZ= —Sqa]- iwt

@ B = fie i ([50 Sol Rk) e"" .

fi ist ein fiir den Punkt Py charakteristischer Streufaktor,
A die Wellenldnge des Lichtes in dem betreffenden Medium,

>
o die Kreisfrequenz; s und E: sind Einheitsvektoren in
Richtung des Beobachters, bzw. in Richtung des Primir-

>
strahls. Das Skalarprodukt ([se—gr,] l_?)k) driickt den Weg-
unterschied Ay einer in Py gestreuten Welle gegenuber dem
Ursprung aus (vgl.:Abb. 1).

Ay = ([so—sn]-Rk) = Rg[cos(p—0)—cosg]

Fiir ein System von Streupunkten ist die resultierende
Amplitude A gegeben durch die Summe

>
® A= a=3 fke—ih(s-Rk) ot
k k
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27 > > >
worin zur Abkiirzung h=—-und s =sg—s, gesetzt wurde.
Die Intensitat erhédlt man, indem man A mit ihrer komplex
konjugierten GroBe A* multipliziert:

@ 1(8) = AA* = 2 X fyficos h(?- F;J) ;
K

_’ . N .
ry; bezeichnet den Vektorabstand zwischen zwei Streu-
punkten Py und P;

An diewer Stelle nehmen wir veccinfachend an, daf sémtliche

Abstinde rk mit gleicher Wahrseheinlichkeic alle Riehiungen
in. Raum Pmnehmen konnen, was z. B. in ciner anisotropen Sub-
stanz nicht der Fall ist. Diese Bedingung besagt anschaulich fir
ein verdiinntes System, dal innerhalb des Streuvolumens die Teil-
cher (etwa Makromolekiile in einer Lésung) mit gleicher Wahr-
geheinlichkeit alle Orienticrungen einnchmen konnen, d. h., bei
einer groflen Zahl von Teilchen im Streuvolumen, werden alle
Orientierungen gleichm#Big vertreten sein. Aussehlaggebend fir

1(0) wird daher der Mittelwert des Ausdrueks cos h(:-?) sein. Es
kann ohne Schwierigkeit gezeigt werden, da dieser Mittelwert

gleich ~ sin t'—- ist, und Gl. (4) geht iber in
N sin hsrkJ
®) 10) = 2 Xty g

Zu beachten ist, daB nunmehr ry; ein Skalar ist, also bloB die
Distanz zwischen zwei Punkten, ohne Riicksicht auf die Richtung.
Gleicherweise ist 8 = 2 sin 0/2 eine skalare GroBe. Um I{0) in
Gl (5) zu berechnen, ist iiber alle Werte der Funktion
sin hsrk]

hsr
die Summe zu bilden; man ﬁndet diese Werte, indem man
paarweise, der Reihe nach, jeden der N Streupunkte mit jedem
Streupunkt kombiniert. Die Funktion I(0) hat ein Maximum
bei 0 = 0 (s = 0, sin hsr/hsr = 1), da alle Streuwellen in Richtung
des Primirstrahls in Phase sind und somit keine destruktive Inter-
ferenz der Streuwellen stattfinden kann.

Soweit haben wir die Vorstellung aufrecht erhalten, daB
es sich um eine Konstellation diskreter Streupunkte handle.
Tatsédchlich ist aber das Streuvolumen als ein Kontinuum
von Streuzentren anzusehen. Man stelle sich also das Streu-
volumen in beliebig kleine Volumelemente unterteilt vor,
wobei jedem dieser Volumelemente ein Streupunkt zuge-
wiesen sei. Die Streufaktoren ersetzen wir durch GréBen g,
die die Abweichungen von der mittleren Dielektrizitats-
konstante in den betreffenden Volumelementen ausdriik-
ken. Wir schreiben also
©) 1(9) = const. 3" ¥ gyg; S0 BT

k ] hsrlq

In Abwesenheit irgendwelcher Modellvorstellungen beziiglich der
Struktur ist diese Gleichung wenig geeignet, um von den MefBwer-
ten I1(0) aul die einzelnen Terme, die die Struktur beschreiben,
zuriickzuschlie@en. Daher soll Gl. (6) zunéchst in eine handlichere
Form umgewandelt werden; dazu denkt man sich die Summicrung
nach einem bestimmten Schema ausgefithrt. Dieses Schema ist (in
zweil Dimensionen) durch Abb. 2a, das einen Ausschnitt aus dem

ki —
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Abb. 2a. Schematische Darstellung des Summlerungsvorganges in
zwei Dimensionen durch alle erdenklichen Komblnationen von zwei
Raumelementen mit Abstand rp (Ausschnitt). Die Stibchen AB
markieren durch ihre Endpunkte dle jeweiligen Produkte gagg. Die
Zonen sind durch Konturlinien angedeutet. Ein Kéastchen ist als ein
wRaum*element aufzufassen
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Streuvolumen darstellt, erliutert. Die kleinen K#stchen sollen un-
sere Volumelemente andeuten. Der ,Raum* in Abb. 2a ist durch-
setzt von Zonen, deren g von Kastchen zu Ki#stchen verschieden
sein mag, wie dies cin beliebiger Querschnitt (Abb. 2b) schema-
tisch andeuten soll {die entsprechenden Werte fiir g kénnten in
Abb. 2a durch Héhenschichtlinien markiert werden). Jetzt greifen

+g

-9 (AT08. 2]
Abb. 2b. Profil einer regellosen Struktur (Ausschnitt). Schematische
Darstellung der lokalen Schwankungen g der Dielektrizitatskon-

stante; & — makroskopischer (= mittlerer) Wert der Dielektrizitats-
konstante

wir ein beliebiges Kastchen heraus und denken uns darin ein Fnde
A eines Stibehens von bestimmter Lange r, fixiert. Das andere
Ende B soll den angedeuteten Kreisring durchwandern. Jeder Po-
sition entspricht ein Produkt gogp. Der ganze Vorgang sei mit A
in jedem der N Raumelemente wiederholt. Die Summe aller Pro-
dukte gogp (mit Abstand r ) ist natiirlich gegeben durch den
Mittelwert der Produkte multipliziert mit der Gesamtzahl der

Produkte Z , also durch (EAZB)nZ,. SchlieBlich sei die gesamte
Operation mlt Stabchen von allen behebwen Langen wicderholt.

Man kanun also an Stelle von Gl. (8) schreiben

sin hsrn
n — =
hsrn

1(8) — const. )

n

gAgB)n

Zu bestimmen ist noch Zn. Dieses ist gleich N-zn, wohei z, die
Zahl der in einem bestimmten Kreisring von Radius r, licgenden
Raumelemente (Kastchen) bedeutet, (Die Sehwierigkeit, daB der
Kreisring die Kistchen in Bild 2a durchschneidet, ist nur bedingt
durch die endliche GroBe der ,Raumelemente”). In zwei Dimen-
stonen ist z  natiirlich proportional dem Kreisumfang 2r w. Der
angedcutete Summicrungsvorgang in drei Dimensionen ist voll-
kommen analog, lediglich ist z nun proportional der Kugelober-
fliche 4rZ7. Sechlieblich stellen wir uns vor, daB die Volumele-
mente verschwindend klein werden und r_ in cine kontinuierliche
Variable iibergeht. Die Summierung ist dann durch eine Intezra-
tion zu ersetzen:

sm hsr

©
®) 1(9) = const. j(g,TgE) 4reg T2l dr .
°

Das mittlere Produkt (ﬁg} ist cbenfalls eine Funktion von r.
Man definiert eine Funktion

wobei g2 das mittlere Quadrat aller Schwankungen {der Dielektri-
zititskonstante) darstellt, eine GroBe, die zur Normalisierung der
Funktion (gaggp) dient. Die Funktion C(r) wird als Korrela-
tionsfunktion, charakteristische Funktion oder Charakteristik®)
bezeichnet. Ihr Verlauf beschreibt die Struktur der streuenden
Substanz. Da C(r) sich mit wachsendem r rasch dem Wert Null
nihert, kann man anstelle des Halbmessers des Streuvolumens als
obere Integrationsgrenze oo setzen.

Die vollstandigen Ausdriicke fiir die Streuintensitit lau-
ten fiir Licht

1) =1, R-»- I [C(r) SINAST 4 ordr
I, = Intensitat des Primaérlichts, R = Abstand des Ditektors von der
2
streuenden Substanz, @
2

V = Streuvolumen, g? == = mittleres

€
Quadrat der relativen Schwankungen der Dielektrizititskonstante ¢,
A = Wellenlange des Lichts im Medium

fiir Rontgenstrahien

10) = (m—;)’—%{ sz e S hS_’ 4rtndr
[

= Ladung, m = Masse des Elektrons, ¢ = Lichtgeschwindigkeit
g= mlttleres Quadrat der Elektronendichteschwankungen

Beniitzt man unpolarisiertes Licht, so ist die rechte Seite
der Gleichungen noch mit dem Faktor (1 4 cos20)/2 zu

%) G. Porod, Kollold-Z. 724, 83 [1951].
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multiplizieren. Ferner ist gegebenenfalls fiir die Anderung
von V mit dem Streuwinkel zu korrigieren. Von diesen
Korrekturfaktoren abgesehen bedingt nur das Struktur-
integral die Winkelabhingigkeit von 1(0). Dieses Integral
soll hinfort mit G(8) bezeichnet werden. Da 1(8) nach
Korrektur fiir Polarisation und Streuvolumen der GroBe
G(6) proportional ist, kann man, wenn es sich nicht um
Messungen der absoluten Intensitat handelt, die Einheiten
fiir 1(0) so wahlen, daB 1(0) numerisch gleich G(0) ist.

Die Korrelationsfunktion

Es soll zunichst gezeigt werden, wie man aligemein C(r)
aus den experimentellen Daten ermitteln kann. Wir schrei-
ben

sln hsr

©
(8a) GO =4= f rC(ry TS dr

o
Man beginnt?), indem man die korrigierten MeBresultate,
also G(6), mit s/A multipliziert und die neue Funktion
% G(%) gegen s/ auftragt (diese Schreibweise an Stelle von
G(0) soll lediglich andeuten, daB nun s/ die Variable ist).
Folglich gilt, da ja h = 27:

©
s s 4ns sln hsr . 2msr
3 (——) = ——f C(r) --— dr=2 frC(r)sm 0 dr.

Mit Hilfe einer wohlbekannten Operation, der Fourier-1n-
version, erhdlt man

rc(m =2f__ ( sin ,2,7;7"3 d (_;‘_)

womit die aus dem Experiment bekannte Funktion

(8b)

5 G6(3)

unter das Integralzeichen gebracht wurde. Als néchstes

wiahlt man einen beliebigen Wert fiir r (z. B. 3/2) und mul- -

tlpllzlert = Gy -) mit dem entsprechenden Wert von sin

2’;"5 wodurch eine neue Funktion von s/ entsteht. Die

Integration kann dann ausgefiihrt werden, indem man die
Fliche unter dieser neuen Kurve bestimmt (z. B. durch

Ausmessen). Diese Fliche ist nach Gl. (8b) gleich ; C(r).

Man wiederholt den gleichen Vorgang mit anderen beliebi-
gen Werten von r, und erhilt so, nach Division durch die
entsprechenden r, eine punktweise Darstellung der Korrela-
tionsfunktion. Die Einheiten sind so zu wiahlen, daB C(r) =1,
wenn r = 0. Es erscheint als eine grundsatzliche Schwierig-
keit, daB die Integration bis zur oberen Grenze « auszu-
fithren ist, die experimentellen Daten aber nur iiber einen
beschrankten Winkelbereich vorliegen (0<(s<<2). Vielfach
jedoch geht G(s/)) rasch genug gegen Null, so daB der
Flachenabschnitt, der hoheren Werten von s entspricht,
vernachlassigt werden kann.

Eine weitere Methode besteht in einer Anniherung des

Strukturintegrals durch eine Reihenentwicklung von ﬂi—:lrs-(

nach s und einer formalen gliedweisen Integration, wobei
Gl. (9) resultiert.

h* 7
) G0 = const.[l 3i ro st + 51 To si—.. ,}_]
5 _[r'C(r)4r’-n;d ro— _[r‘C (r)4rindr

worin r; = ,

femartnar ~ ° - Jo@artnar

Die auf diese Art definierten Parameter rZ, rj usw. stellen
charakteristische Mittelwerte fiir die Abmessungen der
strukturellen Regionen dar, die wir als Zonen bezeichnet
haben. Diese Parameter sind z. B. zum Vergleich von Sub-

10y vgl, P, Debye u, A. M. Bueche, J. appl. Physics 20, 518 [1949],
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stanzen geeignet. So bedeutet ein groBes I} grofe mittiere
Dimensionen der Zonen. Sind ferner z. B. die r3 zweier Sub-
stanzen gleich groB, die rf jedoch verschieden, so ist durch
ein groBeres r§ eine extremere Verteilung, d. h. ein Uber-
wiegen der groBen und kleinen Zonen auf Kosten der mittel-
groBen, angedeutet. Als eine — zwar nicht exakte — Analo-
gie kénnte man hier die ,,Beschreibung* einer Zahlengruppe
durch das arithmetische Mittel, das Mittel der Quadrate
usw. anfiihren. Das experimentell bestimmte I(0) 4Bt
sich immer durch eine Reihe (Gl. 9), bei entsprechender

) 1(0) = a—Bs? + yst—- + -,

Wahl der Konstanten «, 8, ¥ usw., annihern; die Parameter
t? usw. erhilt man direkt durch Vergleich der Koeffizien-
ten. Diese Methode ist besonders anzuwenden, wenn I(8)
sich nur wenig mit dem Winkel #ndert, wie dies in korn-
ventionellen Streulichtmessungen an Systemen mit kleinen
Zonen (Teilchen) der Fall ist. Zumeist begniigt man sich
dann mit der Bestimmung eines einzigen Parameters,
namlich r3.

Eine Korrelationsfunktion, wie sie allgemein mittels
Fourier-Inversion gefunden wird, kann ebenfalls zum Ver-
gleich zweier Substanzen beniitzt werden, indem man will-
kiirlich eine ,,charakteristische Lange* definiert, etwa jenes
r, dem C(r) = 1/, entspricht. Wie noch gezeigt werden soll,
bedeutet ndmlich ein rasches Absinken von C(r), daB eine
Substanz mit kleinen strukturellen Dimensionen vorliegt.
Da ein monotones Abklingen von C(r) gegen null typisch
ist fiir regellose Strukturen, ist es naheliegend, die Korre-
lationsfunktion durch eine analytische Funktion, wie etwa
e-r/a anzunahern. Tatsdchlich hat sich diese spezielle
Naherungsformel in vielen Fillen als durchaus befriedigend
erwiesen. Es konnte iiberdies gezeigt werden, daB im Falle
einer vollkommen regellosen Lochstruktur, die noch
niher besprochen werden soll, diese Exponentialfunktion
exakt giiltig ist!l). Nimmt man von vornherein an, daB
C(r) = e-'/2, so kann Gl. (8a) direkt integriert werden;

man erhilt

8 ad
OO = (4 hsassays

Trigt man die experimentellen Daten als 1/4/G() gegen
s? auf, so sollte man eine Gerade erhalten, aus deren Neigung
und Achsenabschnitt a berechnet werden kann, welches
wiederum einen charakteristischen Parameter darstellt.
Zu dem vorhin definierten r3 besteht die Beziehung r} =
12a2. Abb. 3 zeigt Kurven, wie sie durch Rontgenkleinwin-
kelaufnahmen an Lochstrukturen, namlich Aluminium-

2
sin?8/2-10%—

Abb. 3. Réntgenkleinwinkelstreuung von Aluminiumoxyd-Kataly-

satoren. Reziproke Wurzel der Streuintensitit (in reduzierten Ein-

heiten) als Funktion des Beobachtungswinkels, Der Kurve a ent-

spricht die Korrelationsfunktion e-T/14%; im Falle von Kurve b ist die

einfache exponentielle Annaherung unzureichend, da grofle Zonen in
der Struktur {iberwiegen,
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oxyd-Katalysato‘ren, erhalten wurden!!-1%2). Eine der
Kurven zeigt eine Abweichung von der erwarteten Lineari-
tat, welche auf Grund ihres negativen Vorzeichens andeu-
tet, daB die Lochstruktur nicht ideal regellos ist, sondern
einen iiberwiegenden Anteil an grofien Zonen aufweist.

Um in einfacher Weise den Zusammenhang zwischen Intensi-
titskurven und den entsprechenden Korrelationsfunktionen zu
illustrieren, ist in Abb. 4a der Verlauf zweier cxponentieller Korre-
lationskurven fiir a = A/2,5 bzw. a = A/25 aufgetragen. Abb. 4b

10y

0 4
r/A—"
[AT8%a]
Abb. 4a. Verlauf der Korrelationsfunktion e-T/s fiir a = 2/25 bzw.
a=Ar/25

70

1 1

0 45 @ 135
AT 6

Abb. 4b. Reduzierte Streuintensitdten, die den Korrelationsfunk-
tionen in Abb. 4a entsprechen, als Funktion des Streuwinkels
(konventionelle Streulichtmethode)

zeigt die entsprechenden Streuintensititen. Wie ersichtlieh, ist die
Winkelabhiingigkeit stark durch die Konstante & und somit durch
die mittlere Zonengrofe bestimmt (diese Kurven beziehen sich auf
konventionelle Streulichtmessungen, die sich tiber einen groflen
Winkelbereich erstrecken). Durch die sogenannte Dissymmetrie
der Streuintensitat 140t sich ein MaB fiir die Winkelabhingigkeit
von G(B) angeben. Wir wollen diese Dissymmetrie definieren als
z = 1,5/155, ein Intensititsverhiltnis, fiir das wir die Werte 1,37
und 23,1 fiir die beiden Kurven der Abb. 4b finden. Die Dissymme-
trie zeigt uns also an, inwieweit die Struktur einen Einfluf} auf den
Verlauf der Streulichtkurven hat. Ist sie gleich 1,0, so bedeutet
dies, daB die Wellenlinge des Lichts zu grol ist, um die Gestalt
der Zonen ,abzutasten”. Bei einer Wellenlinge von Ay = 4358 A
und einer Brechzahl der untersuchten Substanz von 1,50 finden
wir, daB eine Dissymmetrie von 1,37 ciner charakteristischen Kon-
stante a= A/25 — 4358/(1,50-25) = 116 &, baw. /T2 = s /12—
400 A, entspricht. Zonen von diesen mittleren Dimensionen sind
demnach hinreichend gro8 fiir Untersuchungen mit blanem Licht.

An dieser Stelle sollen noch einige Bemerkungen beziig-
lich der Korrelationsfunktion angefiihrt werden. Eine sinn-
volle Interpretation einer aus Streulichtresultaten ermittel-
ten Korrelationsfunktion erfordert eine Kenntnis der che-
11y P. Debye, H. R. Anderson jr. u. H. Brumberger, J. appl. Physics

28, 679 [1957].

12) P. Debye u. H. R. Anderson jr., Summary Report to Standard Oil
Development Company [1953].
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mischen Beschaffenheit und eine gewisse Vorstellung von
der Natur der Inhomogenitdten. Als besonders niitzlich er-
weist sich die Auswertung von C(r) beim Vergleich che-
misch gleichwertiger Substanzen. Die Korrelationsfunktion
stellt ja, wie dies aus ihrer Ableitung hervorgeht, eine
Mittelwertsfunktion dar und ist daher nicht notwendiger-
weise eindeutig. Als besonderes Beispiel zur Illustration
dieser Mehrdeutigkeit sei an das Babinetsche Prinzip er-
innert, wonach Komplementarstrukturen die gleichen
Streukurven und folglich auch die gleichen Korrelations-
funktionen liefern.

SchlieBlich ist auch zu erwahnen, daB die Korrelations-
kurve unter Umstanden Buckel und Maxima aufweist, die
darauf hindeuten, dafl gewisse Abstidnde, die diesen
Buckeln oder Maxima entsprechen, im Aufbau der Sub-
stanz besonders hdufig vorkommen. Korrelationsfunk-
tionen dieser Art wurden z. B. bei festen Ldsungen in der
Néahe des kritischen Punktes gefunden®). Auch die Ab-
standsfunktion (radial distribution function), etwa in fliissi-
gem Quecksilber4), die auch als eine Korrelationsfunktion
aufgefaBt werden kann, zeigt eine Reihe abklingender Ma-
xima, die auf die Nahordnung der Quecksilberatome
zuriickzufiithren sind.

Tabelle 1 zeigt einige numerische Resultate, die bei Un-
tersuchungen inhomogener Festkérper mit konventionelien
Streulichtmethoden bzw. durch Riéntgenkleinwinkelstreu-
ung erhalten wurden.

Substanz i untg:istucht \/r§ ia [A]*%) 1 Bemerkungen
1 ‘ [AT*) l !
Pordses Vycor-Glas | Rontgen- 60,6 17,5 ;‘ Streuung durch Pore
| strahlen | verursacht!%)
| (1,54 A) ‘ f
Poroses Pyrex-Glas 1 Réntgen- 222 64 Streuung durch Span
i strahlen nungen verue-
| (1,54 A) sacht %) +)
Plexiglas (,,Lucite*) Licht 9700 | 2800 . 10y
Brechzahl = 1,5 ' (4358 A) |,
Optisches Glas Licht 296 10)
Brechzahl = 1,53 | (4358 A)
Optisches Glas . Licht 269 . 10)
Brechzahl = 1,64 | (4358 A) |
Aluminiumoxyd- | Réntgen- 1 97 | 28,1 11y
Katalysator i strahlen i
| (1,54 A) |

Tabelle I, Streustrahluntersuchungen an verschiedenen Festkdrpern

*) Vgl Text, — **) Parameter in C(r) = e-T/#&,

+) Das untersuchte pordse Pyrex-Glas stammt aus gesinterten Fil-
terplatten mit Poren > 1000 A, die auf Grund ihrer GroBe zu
der gemessenen Streuung nicht beitrugen.

Lochstruktur und spezifische Oberfldche

Von besonderem theoretischem und praktischem In-
teresse ist die ,innere* Oberflache eines porisen Fest-
korpers, die z. B. in der heterogenen Katalyse eine wichtige
Rolle spielt. Diese innere Oberfliche kann in manchen de-
hydratisierten Gelen bis zu mehreren hundert m?/g betra-
gen. Die klassische Methode zur Bestimmung der von aufien
zugédnglichen Oberflichen beruht auf der Messung adsor-
bierter Gase. Das Problem kann aber auch in einer véllig
anderen Weise in Angriff genommen werden, namlich mit
Hilfe der Rontgenkleinwinkelstreuung® 7€), Es sei be-
merkt, daB eine reziproke spezifische Oberfliche von
100 m2/cm3 einer Lange von 100 A entspricht, was man als
die GroBenordnung der Porendurchmesser auffassen kann
—eine ZonengroBe, die sich gut fiir Rontgenstreumessungen
unter kleinen Winkeln eignet.

13) A. Miinster u. K. Sagel, Molecular Physics 7, 23 [1958].
18y p, Debye u. H. Menke, Physik. Z. 37, 797 [1930].

13y H. Brumberger u. P. Debye, J. physic. Chem. 67, 1623 [1957].
18) ygl. P. Debye, Z. Physik 156, 256 [1959].

Angew. Chem. | 73. Jahrg. 1961 | Nr. 7



Festkorper

Hohiraum

Abb. 5. Elektronendichteprofil einer echten Lochstruktur (Aus-

schnitt). Man beachte die konstanten Abweichungen g, bzw. g, von

der mittleren Elektronendichte n. Die Wahrscheinlichkeit w,,. daB

ein Ende eines Stabchens AB im Hohlraum, das andere im Festkorper

sitzt, nimmt mit der L&nge r des Stibchens zu. w,, ist gleich null,

wenn r = 0, und nahert sich asymptotisch dem Wert fiir P, der Poro-
sitat, wenn r sehr groB wird,

[A109.5]

Wir nehmen an, dafl wir es mit einer echten Lochstruk-
tur zu tun haben, in der das Festkdrperskelett eine kon-
stante Elektronendichte aufweist. Abb. 5 zeigt das Profil
einer solchen Struktur. Vom Standpunkt der Streustrahl-
untersuchung ist es unwesentlich, ob der Hohlraum mit
Luft oder einem anderen homogenen Stoff ausgefiillt ist,
vorausgesetzt, daB die Elektronendichte von der des Ske-
letts verschieden ist. Die lokalen Abweichungen der Elek-
tronendichte g, (Festkorper) bzw. g, (Hohlraum) von der
mittleren Elektronendichte n sind in der echten Lochstruk-
tur konstant. Wieder konnte man sich vorstellen, daB ein
Stibchen AB der Lange r durch alle erdenklichen Posi-
tionen in der Substanz die jeweiligen Produkte g gg mar-
kiert, aus denen schlieBlich der Mittelwert (g.gp) folgt.
Zu diesem Mittelwert kann man aber auch gelangen, indem
man nach den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten, wj;,
der Produkte g,8;, 2,80, 2081, Eofo fragt (Index 1 = Ende
des Stabchens im Festkérper, 0 =im Hohlraum). Die Wahr-
scheinlichkeiten wy; sind natiirlich Funktionen der Stab-
chenlénge r.

Sind die entsprechenden Elektronendichten n, und n, (= 0), so
folgt fi = g P 4+ n, (I—P) = n, (1—P),
wobei P die Porositit (Hohlraumvolumen/Gesamtvolumen) be-
deutet. Demnach ist

g, =n;—n, (1-P) =n,P, gy =—n, (1-P).
Das mittlere Schwankungsprodukt
(BABR) = PWoo €,° + (1—P) wy; g + Pwgige8 + (1—P) W1 €1 8,
= n,* P(1—P) [(Wgo—Wyo) (1—9) + (W;,—Wg)P]
und das mittlere Schwankungsquadrat
g2 = Pg,? + (1-P)g,% = n,*P(1-P)

ergeben die Korrelationsfunktion C(r), ausgedriickt durch die
Wahrscheinlichkeiten:
(g%fB) = (Woy-W1g) (1=P) + (Wyy—wo)P

10 C(r) =

Zwischen den Wahrscheinlichkeiten bestehen iiberdies die Be-
ziehungen

Woo+ Wor =1, Wyy + wq; = 1, Pwy, = (1-P)w,,
80 da8 wyo. Wy, und w,, aus Gleichung 10 eliminiert werden kénnen:
(10a) C(r) = 1—w, /P

Mit Hilfe von Gl. (10a) soll C(r) etwas anschaulicher ge-
macht werden: Wenn ein Ende des Stibchens der Linge r
im Festkorper sitzt, so gibt, wie wir bereits festgestellt ha-
ben, w,, die Wahrscheinlichkeit dafiir an, daB das andere
Ende in einen Hohlraum hineinreicht. Je groBer also w,,
ist, desto kleiner wird der entsprechende Wert von C(r).
Wie aus Abb. 5 leicht zu ersehen ist, wird w,, klein sein,
solange r klein ist im Vergleich zum (mittleren) Durch-
messer der Festkorperzone; daher wird nach Gl. (10a) C(r)
nur wenig kleiner als 1 sein. Mit zunehmender Lange von r
nimmt wy, zZu, und zwar um so langsamer, je grgBer der
mittlere Durchmesser der Festkorperzone ist, so daB also
eine langsame Abnahme von C(r) groBe Zonen andeutet,
sofern P in allen Fillen gleich bleibt. Hat man es mit gro-
Ben Festkorperzonen, jedoch mit kleinen Hohlrdumen zu
tun, so wird definitionsgemaB P klein sein, was nun wie-
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derum ein rascheres Abklingen von C(r) zur Folge hat.
Tatsachlich hdngt also das Abklingen der Korrelationsfunk-
tion von der (mittleren) GroBe aller Zonen ab. Ein voll-
kommen analoges Argument gilt, wenn man anstatt vom
Festkorper vom Hoh!raum ausgeht.

Es soll nun gezeigt werden, wie die spezifische Oberflache
6 aus C(r) bestimmt werden kann. Mit Hilfe ziemlich ein-
facher geometrischer Uberlegungen findet man''), daB W,
die Gesamtwahrscheinlichkeit fiir ,,Ungleichendigkeit* des
Stdbchens AB, in einer Beziehung zu ¢ steht. Um namlich
ungleichendig zu sein, muB das Stibchen die Oberfliche
der Zonen durchstoBen (einmaliger DurchstoB, wenn r
verschwindend klein wird), und die Wahrscheinlichkeit
eines DurchstoBes wird natiirlich mit ¢ und r zunehmen.

Der exakte Ausdruck fiir r — 0, lautet W, = 3. An-
dererseits folgt aus Gl. (10) fiir ein beliebiges r

Wy, = Pwy, + (1—P)w,, = 2P(1—P) [1-C(r)].
Fiir verschwindend kleines r kann dieser Ausdruck ge-
schrieben werden als Wy, = — 2 P(1—P) r C’(0), wobei C'(O)
die Tangente an C(r) bei r — O bedeutet. Durch Gleichset-
zen der beiden Ausdriicke fiir W, erhélt man
an o = —4P(1—P) C'(0).
Wenn C(r) = e-T/2, wie im Falle vollkommen regelloser
Struktur, so kann o = 4 P(1—P)/a direkt aus den gemesse-
nen Intensititen bestimmt werden. Die Porositit, die in
Gl. (11) eingeht, 148t sich z. B. aus der Gesamtdichte und
der Festkorperdichte der Substanz berechnen.

Es ist zu erwarten, daB man mittels der Rontgenklein-
winkelstreuung gréBere spezifische Oberflichen findet als
mit der Gasadsorptionsmethode, da erstere samtliche
Hohlrdume und nicht nur die von auBen zuginglichen er-
faBt11).

Verdiinnte Systeme

Eine besondere Bedeutung kommt den Streulichtunter-
suchungen an verdiinnten, regellosen Systemen zu. Zum
Unterschied von den dichtgepackten Systemen ist es hier
maoglich, direktere Aussagen iiber Gestalt und Grofie von
Teilchen zu machen, da bei groBem mittlerem Abstand im
wesentlichen nur die Teilchen allein die Streulichtinten-
sitat bestimmen. Bei geniigend groBem Abstand kann nam-
lich die Interferenz von Streuwellen, die von verschiedenen
Teilchen ausgehen, vernachliassigt werden; das Streulicht
nimmt also von den ,,Zonen‘ zwischen den Teilchen keine
Notiz, vorausgesetzt daB diese Zonen, also das Medium
oder Losungsmittel, in das die Teilchen eingebettet sind,
selbst homogen sind. In der zuvor gebrauchten Ausdrucks-
weise sind die Teilchen gleichfalls als ,,Zonen‘ zu bezeich-
nen, deren Dielektrizitatskonstante freilich auch hier von
der des umgebenden Mediums verschieden sein muB. Un-
ter diesen Voraussetzungen wird also das gemessene 1(6)
die Summe der einzelnen Beitrage aller Teilchen darstellen.
Die Streuintensitdt eines verdiinnten Systems identischer
Teilchen — man denke etwa an eine verdiinnte Losung
eines Proteins — ist demzufolge gleich N-i(8), wobei i(0) die
Streuintensitat eines einzigen Teilchens und N die Zahl der
Teilchen im Streuvolumen bedeuten. Da Proportionali-
tatskonstanten, also auch N, bei der Strukturbestimmung
keine Rolle spielen, besteht die Aufgabe lediglich darin,
daBl Strukturintegral {Gl. 8a) fiir ein einzelnes Teilchen zu
bestimmen. :

Betrachten wir etwa ein System identischer Kugeln?). Die
Korrelationsfunktion ei, er homogenen Kugel vom Radius R lautet

3 (r 1 /r\2
- 1= = — = ii <r<
C(r) =1 4(R\)+IGKR\) fur 0 <r < 2R
17y Lord Rayleigh, Proc. Roy. Soc. [London], Ser. A 90, 219 {1914];
G. Oster, Chem. Reviews 43, 337 [1948].
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Fiirr > 2R ist sie gleich Null. Setzt man diesen Ausdruck in Gl. {8a)
ein und integriert, so erhilt man

4 Rr sin hsR — hsRcoshsR |3
3 [3 ®BSR)T

Durch Vergleichen gemessener Intensitdten mit den aus Gl. (12)
berechneten kann entschieden werden, ob tatsichlich ein System
identiseher Kugeln vorliegt und wie grofl deren Radius ist.

Der Begriff der Korrelationsfunktion ist allerdings fiir
die Ableitung derartiger Streuformeln nicht wesentlich.
Meist ist es bedeutend einfacher, von den Amplituden- oder
Intensitatsformeln auszugehen (Gl. 3 bzw. 6). Die Ablei-
tungen von Ausdriicken, die Gl. (12} entsprechen, fiir
regellos orientierte Zylinder!), Stabchen mit ver-
schwindend kleinem Durchmesser!?), diinne Scheiben?2?)
und Rotationsellipsoide?®21) sind in der Literatur zu fin-
den. Anstelle von G(8) wird gewdhnlich die Funktion
P(9) = G(6)/V angegeben, die man als Formfaktor
(particle scattering factor) bezeichnet (V ist hier das Vo-
lumen des Teilchens).

Ein weiteres wichtiges Molekiilmodell ist das statisti-
sche Fadenknauel, das in der Theorie der Hochpoly-
meren eine bedeutende Rolle spielt. Dieses Modell ist be-
merkenswert, da man die Anderung der Molekiilgestalt
infolge der Warmebewegung beriicksichtigen muB. Dies
geschieht, indem man mit Hilfe statistischer Methoden eine
»mittlere’ Konfiguration errechnet. Der Formfaktor fiir
das statistische Fadenkniduel lautet?2 23)

(12) G(8) =

253D 2
PO = 2 [eX ~ (-n0l; x = 1520

D2 bezeichnet das mittlere zeitliche Abstandsquadrat der
Fadenenden im Knauel. Abb. 6 zeigt den Verlauf von P(6)
fiir verschiedene Teilchenmodelle.

7.0"~§

N

RN
§ Knduel %\

//j

SIFbchEn T

Abb. 6. Streufaktoren dreier Molekiilmodelle.
1. Kugel mit Radius R:
3 2 4 .
P(0) = [)7' (siny—ycosy)| , vy = —)\—R sin 6/2
2. Stdbchen der Liange L und verschwindend kleinem Durchmesser:

2y
1 siny siny)z 2w .

P(8) = -— do— (- =) ,y=221L

(8) y(’,[ m v (y y x sin 6/2

3. Monodisperse Fadenknduel mit D als Wurzel aus dem mittleren
Quadrat der Fadenendenabstiande

P(o) = yi. [eY —(1—-y?)], y2 = =T

D
—— —= sin 82
2 VG

6 bezeichnet den Streuwinkel

Wenn ein System ungleicher Teilchen vorliegt, so stellt
das gemessene I(8) einen Mittelwert der Beitrage aller
Teilchen dar. Sind letztere alle von gleicher Gestalt, jedoch
von verschiedener Grofie, so ist es unter bestimmten zu-
sitzlichen Bedingungen moglich, mit Hilfe der Streustrah-

18) G. Fournet, Bull, Soc, franc. Mineralog. Cristallogr. 74, 39 {1951].
1%) T. Neugebauer, Ann. Physik 42, 509 [1943].

20) G. Porod, Acta physica austriaca 2, 255 [1948].

21y A. Guinier, Aun, Physique 72, 161 [1939].

2%) P. Debye, J. physic. Chem. 57, 18 [1947].

23) vgl. G. Porod, ). Polymer Sci. 70, 157 [1953].
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lung eine Aussage iiber die GréBenverteilung zu ma-
chen 24, 25),

Anstatt G(0) oder P(8) fiir das jeweilige Teilchenmodell
abzuleiten, beniitzt man auch hiufig fiir verdiinnte Sy-
steme die durch Gl. (9) angedeutete progressive Naherungs-
methodel?). GemiaR Gl. (9a) findet man die charakteristi-
schen Parameter als
68 =

. 120y
o= shz’ 0=

r ZhE USWe

In einem verdiinnten System identischer Teilchen 14Bt sich
eine Beziehung zwischen den Achsen des Teilchenmodells
und diesen charakteristischen Parametern herstellen. So
gilt z. B. fiir eine Kugel 13 = (6/5)R?, fiir einen geraden
Kreiszylinder vom Radius Rund H8he 2 H, T * = R*+ 2 ;".
Fiir die vollkommene Bestimmung eines zwei- oder mehr-
achsigen Modells miissen ferner rt usw. herangezogen wer-
den.

Haufig findet man anstatt r2 den verwandten Parameter
R? = t?/2 angegeben, den man als , Streumassenradius*
(radius of gyration) bezeichnet. Dieser ist definiert durch
R [e(r)rade

° [g(r)ds
Abstand vom Streumassenschwerpunkt angibt. R} ist voli-
kommen analog dem Tragheitsradius in der Mechanik de-
finiert.

Je groBer die Konzentration des Systems, desto schwie-
riger wird es, einen Ausdruck fiir die Streuintensitat auf
Grund einer Modellvorstellung abzuleiten, da sich bei ab-
nehmendem Abstand der Teilchen die ,,Zonen* des Me-
diums mehr und mehr bemerkbar machen. Untersuchungen
hinsichtlich des Problems dichtgepackter Systeme, aufge-
baut auf Modellvorstellungen, sind in der Literatur zu fin-
den 24, 26-28),

Zahlreiche experimentelle Arbeiten sind an verdiinnten
Systemen ausgefiihrt worden, z. B. die Dimensionsbestim-
mungen an gelostem Polystyrol?®®), oder die Untersuchun-
gen des Tabakmosaikvirus mittels Rontgenkleinwinkel-
streuung?®!) und konventioneller Streulichtmethode32).

, wobei dv das Volumelement bedeutet, r den

Kritische Opaleszenz

Es soll noch kurz eine Methode erwidhnt werden, die sich
mit dem Verhalten der Materie im Bereich des kritischen
Punktes befaBt.

Man betrachte etwa ein Gas kritischer Dichte. Kiihlt man
es ab, so werden bei Annaherung an die kritische Tempera-
tur die Gasmolekiile mehr und mehr zu Keimbildung nei-
gen, es werden sich also Anhaufungen von Molekiilen
(clusters) von zunehmender Grofe bilden, bis schlieBlich
am kritischen Punkt selbst eine makroskopische, fliissige
Phase auftaucht. In diesem Zusammenhang sind Fliissig-
keitskeime kolloidaler Dimensionen von Interesse, wie sie
sich bei Temperaturen sehr wenig oberhalb der kritischen
Temperatur bilden. Bedingt durch ihre GrdBe streuen
diese kolloidalen Keime das Licht sehr stark, und man be-
zeichnet daher diese Erscheinung allgemein als kritische
Opaleszenz. Bei entsprechender Grofie der Keime kann
selbst mit langwelligem Licht noch eine Winkelabhangig-
keit der Intensitdt beobachtet werden, genau wie bei den
vorhin besprochenen Fillen hinreichend ausgedehnter Zo-
24y R. Hosemann, Ergebn. exakt. Naturwiss, 24, 142 [1951].

%) L. C. Roess u. C. G. Shull, J. appl. Physics 78, 295 [1947].
) G. Porod, Kollold-Z. 125, 51 [1952].

27) G. Porod, Acta physica austriaca 3, 66 {1949].

28) R. Hosemann, Koloid-Z. 777, 13 [1950].

2%) G. Fournet, J. Physique Radium 72, 592 [1951].

30) N. T. Notley u. P. Debye, ]. Polymer Sci. 77, 99 [1955].
31) O. Kratky u. Mitarbb., Z. Naturforsch. 72b, 287 [195T7].

32) G. Oster, B. H. Zimm u. P. Doty, J. Amer. chem. Soc. 69, 1193
[1947].
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nen. Auf Grund theoretischer Uberlegungen ist es nun
moglich, die jeweiligen mittleren Dimensionen dieser Keime
mit einem Wechselwirkungsparameter der Molekiile
in Beziehung zu setzen. Auf die Einzetheiten der Theo-
rie33.34) soll jedoch hier nicht eingegangen werden. Fiir die
mittlere Dimension dieser kurzlebigen Kondensationskeime,
L2 findet man in erster Naherung

12

2=
a3 V= amo—
GemiB der Definition
. [C(r)r*4rindr
N /C(r)4r’1rdr_

ist diese Grdofe gleich ?g in Gl. (9). Das Symbol 12 bezeich-
net das Quadrat des Wechselwirkungsparameters, der im
Falle kleiner Molekiile der mittleren Reichweite der mole-
kularen Krifte entspricht und demnach ein wenig groBer
oder ungefahr gleich dem Durchmesser der Molekiile ist.
Der Parameter 12 ist durch die potentielle Energie der Mole-
kiile, E(r), definiert; fiir ein Einkomponentensystem (kon-
densierendes Gas), gilt bei spharischer Symmetrie des mole-

kularen Kraftfeldes
. JE(r)r® 4rirdr

JE(r)4rtndr

Es handelt sich also um eine fiir ein gegebenes System cha-
rakteristische Konstante.

Gl. (13) driickt quantitativ aus, wie die mittleren Dimen-
sionen der Keime bei zunehmender Anndherung an Ty
wachsen. Bei geniigender Anndherung an T, 148t sich L2
aus der Winkelabhéngigkeit des Streulichts ermitteln; die
Theorie schafft dann die Beziehung zwischen I(6) und 1,
jener charakteristischen Konstante des Systems, die wir
bestimmen wollen. Eine Ableitung der Korrelationsfunk-
tion ist auch hier mdéglich, jedoch nicht von wesentlicher
Bedeutung?3).

Hat man es mit einer biniren Mischung von kritischer
Zusammensetzung bei Temperaturen knapp oberhalb der
kritischen Entmischungstemperatur zu tun, so entsteht
eine analoge Situation?). An Stelle der Kondensations-
keime, die wir vorhin als Mikrotropfchen auffassen konn-
ten, bilden sich nun Entmischungszonen von kolloida-
ler GroBe?®%), also Schwankungen in der Zusammensetzung,
was im allgemeinen gleichbedeutend ist mit lokalen
Schwankungen hinsichtlich der Brechzahl (und Elektro-
nendichte). Auch diese Konzentrationskeime entstehen
und zerfallen laufend, bleiben aber im Mittel in einem
makroskopischen Bereich beziiglich ihrer Gr§e und Ver-
teilung konstant.

Die Theorie33¢) die zur Beschreibung der kritischen
Opaleszenz entwickelt wurde, beinhaltet eine Reihe ver-
einfachender Annahmen beziiglich des fliissigen als auch
des gasformigen Aggregatzustandes. In abgekiirzter Form
lautet die Gleichung fiir die Intensitat des Streulichts kon-
densierender Gase als auch bindrer Mischungen in der Niahe
des kritischen Punktes

1

T 80 B _
T_k_I+TFSin 6/2

A = Wellenldnge des Lichtes im Medium, 8 = Streuwinkel

(14) 1(8) = const.

Wendet man diese Gleichung auf binire Gemische an, so
ist mit 12 ein mittlerer Wechselwirkungsparameter beider
Komponenten bezeichnet. Bei Annahme eines kugelsymme-
trischen Kréaftefeldes, im Falle kleiner kompakter Mole-
kiile, kann 1 als ein ungefahrer, mittlerer Molekiildurchmes-

#8) P, Debye, in V. D. Frecheite: Non-Crystalline Solids, Wiley, New
York und London 1960, S. 2. ’

%) p. Debye, J. chem,. Physics 37, 680 [1959].

38y M. Volmer, Z. physlk, Chem. 207, 307 [1957].
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ser, gemittelt {iber alle beteiligten Molekiile, interpretiert
werden. Die Strukturbestimmung beschrankt sich hier wie-
der auf die Angabe einer einzigen Dimension.

Bisher liegen nur wenige experimentelle Resultate vor,
die zur Priifung von Gl. (14) geeignet waren. Altere Mes-
sungen von Zimm3®) am System Perfluormethyl-cyclohe-
xan-Tetrachlorkohlenstoff konnten im Sinne dieser Glei-
chung ausgewertet werden ). Das Resultat 1 = 14,8 A stellt
einen durchaus verniinftigen Wert dar.

In jiingster Zeit wurde in unserem Laboratorium das Sy-
stem Polystyrol-Cyclohexan studiert®). Wir wéhlten
ein hochpolymeres Fadenmolekiil als eine Komponente, da
ein groBer Wert fiir | (bedingt durch das hohe Molekular-
gewicht des Polystyrols) die Winkelabhingigkeit von 1(0)
gemidB Gl. (14) schon bei einem verhdltnismaBig groBen
Temperaturabstand von T, zum Ausdruck bringen sollte.
Die experimentellen Resultate bestitigen im wesentlichen
die Richtigkeit von Gl (14). Die durch die MeBdaten gege-
bene Grofie 1/1(0), aufgetragen gegen sin20/2, ergab Ge-
rade, deren Achsenabschnitte bei sin?6/2 = O dem Tempe-
raturabstand T—Ty proportional waren. Das aus Neigung
und Achsenabschnitt der Geraden berechnete 1 bezeichnet
hier, gemaf der Theorie, einen mittleren Wechselwirkungs-
bereich der einzelnen Segmente der Fadenmolekiile, und
nicht den Wechselwirkungsbereich der ganzen Polymer-
knduel. Abb. 7 zeigt 12 als Funktion des Molekulargewichts
von Polystyrol.
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Abb. 1. Kritische Opaleszenz des Systems Polystyrol-Cyclohexan.

Der Wechselwirkungsparameter, 12, aufgetragen als Funktion des
Molekulargewichts von Polystyrol

Die Bedeutung von 1 liegt im Falle von hochpolymeren
Fadenmolekeln in erster Linie darin, daB durch diese Kon-
stante die Makromolekiile hinsichtlich ihres Verhaltens in
Losungen von kritischer Konzentration charakterisiert
werden, ahnlich der Charakterisierung eines einzelnen ge-
kniuelten Fadenmolekills in verdiinnter Lésung durch An-
gabe des Streumassenradius R3. Der Zusammenhang zwi-
schen 12 und ﬁg ist nicht direkt gegeben. Es 148t sich also
im Rahmen der bestehenden Theorie keine direkte Aussage
tiber die Dimension des Fadenmolekiils auf Grund der
Messungen von I(8) im Bereich der kritischen Opaleszenz
machen, zum Unterschied von Messungen an Systemen
von kompakten Molekiilen. Wesentlich ist jedoch, daB die
Bestimmung von | mit konventionellen Lichtstreumetho-
den im Prinzip durch keine untere Grenze der Molekiil-
groBe beschriankt ist.

Eingegangen am 25, Juli 1960 [A 109]

%) B. H. Zimm, ]J. physic. Colloid Chem. 54, 1300 [1950].
87) P. Debye, H. Coll u. D. Woermann, J. chem. Physics 33, 1746
[1960].
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